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1. Un «jeu» pour un seul joueur

Figure 1 – Il n’y a qu’un extracteur autorisé



Trouver maximisateur u∗(t, x(t)) de

max
u

{
E

[∫T

0
h(u(t, x(t)))dt + H(x(T))

]
: dx(t) = −u(t)dt

}
, (1.1)

où

— x(t) est le niveau de la ressource au temps t ;

— T est l’horizon (deterministe où aléatoire) du temps ;

— u est le taux d’extraction ;

— h est la fonction d’utilité de l’agent ;

— H est la fonction de paiement terminal de l’agent.

Beaucoup de travaux (cf. [1,3,4]) ont étudié le problème et ont trouvé le taux optimal u∗(t, x∗(t))

pour plusieurs formes de la fonction d’utilité h...



Morale

Si on peut vendre assurance, il faut que la somme assurée soit

E

[∫T

0
h(u∗(t, x∗(t)))dt

]
.

Donc, la prime de l’assurance doit être

u∗(t, x∗(t)) · āt = x.

C’est à dire :

x − u∗(t, x∗(t)) · āt = 0.



Démonstration. À partir du Théorème de Fubini, on peut écrire∫∞
0

h(u(t, x(t)))(1 − F(t))dt.

au lieu de l’ésperance dans (1.1).

En utilisant programmation dynamique, on peut

écrire (1.1) comme :

λ(t)W(x, t) = ∂tW(x, t) + max
u

(h(t, u)− u∂xW(x, t)) ,

lim
t→∞ W(x, t) = 0.

Afin d’appliquer le résultat suivant :

Théorème 1.1. Si h(x, u) = ln u, alors u∗(t, x) = x
āt

, où

āt :=
∫∞

0
1−F(t+s)

1−F(t) ds.



Remarque 1.2. Une interprétation actuarielle du Théorème 1.1

c’est qu’on peut distinguer deux parties au contrôle optimal u∗(t, x) :

(i) le bénéfice que l’agent obtiendra, x ; et

(ii) l’intensité de l’extraction qu’il faut que l’agent applique, āt.

On dira que l’utilité d’obtenir x en extrayant u∗(t, x) avec une intensité de āt est h(x, u).

Grâce à que l’intensité de l’extraction apparaît

dans le dénominateur de la définition d’u∗(t, x),

on se référa à 1
āt

comme l’aisance de l’extrac-

tion.



2. Un seul joueur + «huachicoleros»

Figure 2 – Voir la tragedie en Mexique documentée sur Le Monde.

https://www.youtube.com/watch?v=QVVFl3hF-Dc
https://www.lemonde.fr/international/article/2019/01/21/le-mexique-sous-le-choc-apres-l-explosion-meurtriere-d-un-oleoduc_5412045_3210.html


Trouver maximisateurs u∗1(t, x(t)) et u∗2(t, x(t)) quand :

— il y a deux (ou plus) joueurs ;

— le jeu se joue de manière simultanée ;

— le niveau de la ressource est

dx(t) = −(u1 + u2)dt, x(t0) = x0. (2.1)

— l’horizon du jeu est T :

Horizon du temps Indice de performance

t ∈ [0, T] ; durée T
∫T

0 hi(ui)dt + Hi(x(T))

t ∈ [0,∞[ ; durée infinie
∫∞

0 hi(ui)e−ρtdt

t ∈ [0, T] ; durée aléatoire E
(∫T

0 hi(ui)dt + Hi(x(T))
)

début aléatoire
∫∞

0 h1(u1)e−ρtdt,

T1 ; E
[∫∞

T1
h2(u2)e−ρtdt

]
.



Beaucoup de travaux (cf. [2, Chapitre 10.3], [8–10]) ont

étudié les premiers deux problèmes et ont trouvé les taux

optimaux u∗1(t, x∗(t)) et u∗2(t, x∗(t)) pour plusieurs formes des

fonctions d’utilité h1 et h2...

Morale

Si on peut vendre assurance, il faut que les sommes assurées soient∫T

0
h1(u∗1(t, x∗(t)))dt et

∫T

0
h2(u∗2(t, x∗(t)))dt.

Donc, les primes des assurances doivent être

u∗1(t, x∗(t)) = x/EāT et u∗2(t, x∗(t)) = x/EāT .

Remarque 2.1. Une contrainte du modèle c’est que (2.1) prend en considération le puits de la ressource,

et non le canal qui est utilisé pour la transporter...



3. Durée et début aléatoires

Hypothèse 3.1. (i) Les lois des temps de durée de l’extraction,

et d’entrée des joueurs sont connues.

(ii) Lorsque un joueur quitte le jeu, il reçoit un versement terminal, et l’autre joueur continue à extraire.



3.1. Durée aléatoire (cf. [6, 7])

En utilisant fonctions d’utilité et de paiement terminal

logarithmiques du taux d’extraction, et du niveau de la ressource, respectivement, on a que les

taux optimaux d’extraction sont :

u∗i (t, x) =
x(

ā[t]1 :[t]2 + ci Ā[t]i :
1

[t]−i

) pour i = 1, 2; (3.1)

C’est-à-dire :

x − u∗i (t, x) ·
(

ā[t]1 :[t]2 + ci Ā[t]i :
1

[t]−i

)
= 0.

Morale

Si on peut vendre assurance, il faut que les sommes assurées soient

égales à x ; et que les primes des assurances soient données par (3.1).



Les lois de Weibull et Chen

Loi Taux de hasard

Weibull FW(t) = 1 − exp
(
−λ1tδ1

)
λW(t) = λ1δ1tδ1−1

Chen FC(t) = 1 − exp
(

λ2

(
1 − etδ2

))
λC(t) = λ2δ2tδ2−1etδ2

Notez que λ1 et λ2 sont paramétres d’échelle, lorsque δ1 et δ2 sont paramétres de forme. Cas

intéressants :

Machinerie nouvelle Opération normale Machinerie viellissante

δ < 1 δ = 1 δ > 1



Taux de hasard à l’étape d’équipe nouvelle. Taux de hasard à l’étape d’opération normale.

Taux de hasard à l’étape de vieillissement.



Exemple 3.2. Si la durée de l’extraction du joueur 1 suit

la loi Weibull ; et cela du joueur 2 suit la loi de Chen,

les aisances des extractions sont comme celles ci-dessous.

lorsque la machinerie du joueur 1 est nouvelle, et celà du joueur 2 est ancienne.

(a) Aisance de l’extraction pour le joueur Weibull

quand δ1 = 1
2 .

(b) Aisance de l’extraction pour le joueur Chen

quand δ2 = 2.



Comparaison des valeurs pour x = 5, t = 0 :

Weibull/Chen δ2 = 1
2 δ2 = 1 δ2 = 2

δ1 = 1
2 (2.3257, 1.4487) (2.4326, 1.6731) (2.5882, 1.9514)

δ1 = 1 (2.5265, 1.4734) (2.6221, 1.8187) (2.7908, 2.2097)

δ1 = 2 (2.6941, 1.5161) (2.9190, 1.9226) (3.0567, 2.4373)

En tous les cas, le joueur Chen gagne moins que le joueur

Weibull.



3.2. Début aléatoire (cf. [5])

Théorème 3.3. Supposez que les fonctions d’utilité du taux

d’extraction sont logarithmiques, que la loi du temps d’entrée du joueur 2 est uniforme, et qu’on utilise

l’indice de performance du paiement escomté avec force d’intérêt ρ > 0 dans un horizon infini. Alors les

taux optimaux d’extraction sont

u1(x, t) =
x

1/ρ
=

x
ā∞ ,

u2(x, t) =


ρ2xt

ρt+1−e−ρ(ω−t) =
x

t
w−t +āt
ρ2ω−ρ

, si t ≤ ω,

x
1/ρ = x

ā∞ si t > ω.



Comparaison entre les taux d’extration des joueurs 1 et 2.



Morale

Si on peut vendre assurance, il faut que les sommes assurées soient

égales à x ; et que les primes des assurances soient données par des

rentes certaine (pour le joueur 1) et contingente (pour le joueur 2).



4. Conclusions

Il n’y a qu’un agent autorisé

Des autres agents peuvent extraire la ressource

Temps d’entrée et de sortie des agents sont aléatoires

Il y a une balance actuarielle entre le bénéfice éventuel, et le taux optimal

d’extraction (principe d’équivalence)

Nous considerons le puits, mais il faut considerer les canaux...
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