ALGEBRA

ALGEBRA

Problemas Resudltos

1

Para reunir dinero, Salvador realiz6 una marcha contra la pobreza. Por cada kilGmetro
recorrido reunié $500.°°. El recorri6 una parte a5 km/h y el resto a 8 km/h, con lo que
reunié $36,000.°°. Dijo que, por desgracia no tuvo la energia necesaria parainvertir las
velocidades, es decir, recorrer a 8 km/h lo que camind a5 km/h y viceversa. Pues si 1o
hubiese hecho asi, entonces la cantidad recol ectada seria $42,000.°°. ¢Cuanto tiempo en

total dur6 su marcha? ¢Y cud fueladistancia que recorri6 en total ?

A una pequefia empresa le cuesta $100.°° producir un pantalon. Ademas tiene $360.°°
diarios de costos fijos de diversos tipos. Cada pantalon lo vende a $160.°°.

a) Calculed costo total de producir p pantalones.

b) Calcule d ingreso total, si la empresa vende p pantalones.

c) ¢Cud esd nimero de pantalones que hace que el costo y los ingresos sean igual es?

En la competencia de nado contracorriente del rio “Las Estacas’, en un sentido, Luis

hace e recorrido en 20 minutos y de regreso a contracorriente en 30 minutos. S la

velocidad del rio esde ; km/h.

a) ¢Cud esladistanciaque recorre Luis en un solo sentido?

b) En aguastranquilas, ¢cud serialavelocidad de nado de Luis?

Si sabe que logy 2 = Ay logx 3 = B, ¢cud es el valor de Iogx(«4/1,5x3)’? Exprese su
respuesta en términos de Ay B.

¢Cudl esel valor delaexpresion (2x) % +(- 8x) %, enx = 4.

Encuentre todos los valores reales de x que satisfagan la ecuacion: 5+-+/x- 7 = x- 8.



ALGEBRA
7. Celiavaaenviar por correo un cromo de forma rectangular que mide 6 ©~ 10 cm, para

eso le colocara un borde decorativo de ancho uniforme. Al agregarle € borde e area

aumenta 80 cm?. ¢Cudl es el ancho del borde que Celia hizo?

8. Enriquey Patrick en su Ultima aventurarealizaron un vigje de laciudad A alaciudad B,
deidalo hicieron a un promedio de 150 km/h. Pero de regreso, su velocidad promedio
fue de 100 km/h. ¢Cud fue la velocidad promedio en el vigje redondo?

a(x)- 9(7)
x-7

9. Six! 7yg(x) = (x—2)% encuentre unaexpresién equivalente a

10. ¢Culd es e menor entero positivo que s se multiplica por 84 € resultado es un
cuadrado perfecto?

ALGEBRA

Problemas propuestos

1. Si n personas hacen un trabajo en d dias, entonces ¢en cuanto tiempo realizardn €

mismo trabajo n + m personas?

Iog(dx7+1+1) 3
Iog‘i/x- 40’ B

2. Resuelvalaecuacion
3. Claudia puede distribuir 200 invitaciones en 3 horas, si le ayuda Luis lo puede hacer en
2 horas y media. ¢Cuanto tiempo se tardara Luis en distribuir las 200 invitaciones €l

solo?

4. Un matrimonio tiene 7 hijos, 2 mujeres y 5 varones. La mayor de todos, Ana Laura,
notd que este afio e promedio de las edades de los varones es de 38 afios y € de los
siete hermanos 40. Ademas, ella es 4 afios mayor que Maria Teresa. ¢Qué edad tiene

cada unade las hermanas?

5. ¢Cud es e menor entero positivo que debe sumarse a 1001 para que la suma sea
divisible entre 477?



ALGEBRA

ALGEBRA
Problemas de practica
1. El gobierno cobra 4% de impuesto sobre el interés que recibe un inversionista. Si una

persona invierte 5 millones de pesos a 8% durante cierto tiempo, ¢cuanto pagara de

impuestos?

2. Los nimeros 3, 5 y 7 forma una terna de nUmeros impares consecutivos que son
primos. ¢Existe otra terna con esa caracteristica?, es decir, ¢existe otra terna de impares

consecutivos gque todos sean primos?

3. Dos automoviles parten en e mismo momento de un mismo punto y en igual direccion.
La velocidad del primer automovil es 50 km/h mientras que la del segundo 40 km/h.
Media hora después, del punto de partida original y en la misma direccion, sale un
tercer automovil que alcanza al primero 1.5 horas mas tarde que a segundo. ¢Cudl esla

velocidad del tercer automovil?

4. Bé&hbara y Marimar depositaron en una cgja de ahorros, iguales cantidades. Bérbara
retird su depdsito a cabo de m meses y recibié $p. Marimar, a retirar su depdsito,
después de n meses recibid $q. ¢Cuanto dinero depdsito cada unay qué porcentaje paga

la cgja de ahorros?

5. A Cenicienta su hada madrina le dijo que le concederia un deseo, a lo cua Cenicienta
respondio: “Concédeme no cumplir méas afios y quedarme con los que tengo
actualmente, ya que me pareceria muy triste envejecer como Brunilda, la mayor de mis
hermanastras que me lleva 8 afios’. Su hada madrina le concedi6 el deseo de la eterna
juventud. Al enterarse de lo anterior, las dos hermanastras de Cenicienta se enfadaron
mucho. Ademas Griselda, que era habil en mateméticas, le dijo a Brunilda que en los
siguientes dos afios perderian $1,382.°°, pues su padre en el testamento estipulaba que
cada afio recibirian un cheque con una cantidad igual a producto de sus tres edades. Tal

cantidad, por supuesto, solo larepartian entre ellas dos. ¢Cua es la edad de Cenicienta?



TRIGONOMETRIA

TRIGONOMETRIA

Problemas Resu€eltos

1. Lafiguramuestraun cubo, ¢cud eslamedidade angulo Bcab?

c

2. Enun pastizal se encuentra una plataforma de formatriangular de 8 m por lado. Atada a
una esquina de ella esta una cabra. La longitud de la cuerda con que esta atada la cabra
esde 14 m. Si lacabray la cuerda no pueden pasar por encima de la plataforma, calcule

el éreade pastizal que puede abarcar la cabra

3. Cadcule € area ddl sector circular ABC de la figura siguiente. Exprésela en términos de

rya.

b|

4. Sinutilizar calculadora, obtenga el valor exacto de:

tan(35°)
cot(55°)

b) sen(15°)

a)

5. El triangulo ABC es un tridngulo rectangulo isdsceles, cuya hipotenusa AB mide 4 cm.
CD es un arco de circunferencia, de radio AC y centro en A. Determine la razén de las

areasen que €l arco divide a triangulo.



TRIGONOMETRIA

6. Determinesenq, s cosq= 153 y - B<q <0

2

7. Encuentre todos |os niimeros real es que satisfagan la ecuacion: €@ =1,

8. Unaunidad astronémica (UA) es igual ala distancia promedio entre el Sol y la Tierra.
Mientras que un parsec es igua ala distancia a la cual 1 UA subtiende un arco de 1
segundo.

a) ¢Cuanto mide un parsec en unidades astronomicas?

b) ¢Cuanto mide un parsec en kilémetros?

9. Enradianes, ¢cuanto mide el angulo que forman el horario y e minutero de un reloj?
a) A las 3:00 en punto.
b) A las11:40.

10. En una pizzeria se venden las pizzas en rebanadas. La rebanada chica es un sexto de
una pizza circular de 30 cm de diametro y se vende en $25.°°. La grande es un octavo
de una pizza circular de 50 cm de diametro y se vende en $50.°°. ¢Cudl rebanada da

Mas pizza por peso?

TRIGONOMETRIA

Problemas propuestos

1. Se tiene un poligono regular inscrito en un circulo de radio r cm, s cada lado del
poligono mide 2a cm, ¢cuantos lados tiene el poligono? (Escriba su respuesta en

términosder y a).
2. ¢Cuéntosvaloresdeql (-p, p), satisfacen sen 5q = ; :

3. Enunaferreteria, enrollado en una espiral circular, se tiene amacenado €l tubo flexible
de cobre, paralas instalaciones de gas. El didmetro de las circunferencias que se forman

es de 40 cm. Pablo y Ricardo van a comprar 4.00 m de este tubo. El dependiente sin

6



TRIGONOMETRIA
desenrollar € tubo utilizando un transportador y una reglarigida, mide y se los entrega.

¢Cuantas “vueltas’ de tubo les entrego & dependiente? Aproximado a décimo de vuelta

Mas cercano.

Si sen(k + q) = cosq, paratodagi A.
a) ¢Cud esd vaor dek?
b) ¢Esunico € vaor de k?

Un circulo de radio 20 cm esta inscrito en un hexagono regular. Calcule €l perimetro del

hexagono.

TRIGONOMETRIA

Problemas de practica

1

Una persona se encuentra a cierta distancia del pie de un edificio. Levanta la vista 'y
observa €l punto mas alto del edificio, €l angulo de la visual es 30°. Después avanza
20 m en linea recta hacia € edificio, y vuelve a observar el punto mas alto, esta vez el
angulo de la visual es de 60°. Si los ojos del observador estan a 1.60 m del piso,

aproxime laalturadel edificio.

Un reloj de manecillas, entre las 2:45 y 3:35, ¢cuantas veces las manecillas forman un

angulo recto?
Obtenga el valor desec g, s sabequecscq = i y I[;Eq <p.

Dos estaciones de guardabosques estan separadas 5 km en linea recta Dos
guardabosques, uno en cada estacion, observan humo de un incendio. Los angulos de
observacion a incendio son 20° y 60°, e angulo se mide con respecto a la recta que
pasa por las estaciones. Aproximadamente a qué distancia de cada guardabosques se

encuentra el incendio.

¢Cuéntosvaloresdeql (0, 2p) satisfacen laecuacion

(sec’q) (senq) =1



GEOMETRIA

GEOMETRIA

Problemas Resueltos

1. Sean A, B, Cy D los vértices de un cuadrado de &rea 1, como €l que se muestraen la
figura. Suponga que se trazan dgs arcos de radio unitario, uno con centro en By € otro
en D, de modo que ambos pasan por los puntos A v C. ;Cuanto mide la superficie

?
encerrado por ambos arcos? A B

D C

2. Un aambre de 1 metro de longitud, se parte en dos trozos de diferente tamafio, y con
cada trozo se forma un tridngulo equil&ero. Si el érea cubierta por €l tridngulo mas
pequefio es un noveno del area cubierta por € tridngulo més grande, ¢cud eslalongitud
de cada trozo de alambre?

3. ¢Cud es €l area de cualquier triangulo equilatero inscrito dentro de una circunferencia
de area x?

4. Un tridngulo rectangulo tiene una hipotenusa de 5 unidades de longitud y su perimetro
es de 12 unidades. ¢Cual es el areadel triangulo?

5. S d cuadrado mas grande de la figura siguiente cubre una superficie de tamafio x, ¢cud

es el areadel circulo més pequefio?

R
R




GEOMETRIA

6. Los puntos medios de los lados de un triangulo son los puntos (2, 5), (4, 2) y (1, 1).

¢Cuales son las coordenadas de sus vértices?

7. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos equidistantes a lo puntos fijos
(0,5) vy (5, 0).

8. Lospuntos % ,19 y 8%0 - 12 son los puntos de triseccion del segmento de recta que une a
e g e (%]

los puntos Ay B. ¢Cudles son las coordenadas de |os extremos Ay B?

9. LospuntosA=(0,0)y B = (1, 0) son los extremos de la base de un tridangulo. Hallar la
ecuacion del lugar geométrico del punto (X, Y), si éste se mueve de modo tal que el
triangulo que forma con Ay B es un triangulo rectangulo en & que el segmento AB esla

hipotenusa. Ademas identifique € tipo de conica que representa.

GEOMETRIA

Problemas propuestos

1. Una escalera de 4 metros de longitud esta recargada en la pared y tiene colgada una
cubeta de pintura justo en su punto medio. En un determinado momento, la escalera
comienza a resbalar hasta quedar tendida completamente sobre € piso. ¢Cua es una
ecuacion del lugar geomeétrico de la trayectoria de la cubeta? (Sugerencia: Considere

como origen lainterseccion de la pared con €l piso).

2. Un hexégono regular est4 inscrito en una circunferencia que a su vez esta inscrita en un

triangulo equilatero. Si el areadel triangulo es x, ¢cudl es el area del hexagono?

3. Unarecta pasa por € punto (-6, 7) y forma con los gjes coordenados un tridngulo cuya
area es de 10.5 unidades cuadradas. ¢Cual puede ser la pendiente de esta recta?



GEOMETRIA

4. Setiene un cuadrado de area = 1. Desde cada uno de sus vértices se traza un segmento
de recta que va del vértice hasta el punto medio del lado opuesto a vértice (t~ como se

muestra en la figura siguiente). ¢Cud es el area del cuadrado interno que se forma por

los segmentos de recta?
A d B
C a
D b i
GEOMETRIA

Problemas de practica

\/3

1. Sean R, Sy T los vértices de un triangulo equildtero cuya area es de 4 unidades

cuadradas. Suponga que con centro en R, se traza un arco de circunferencia que une los
vértices Sy T, que con centro en S se traza un arco de circunferencia que une los
vertices Ry T y que finalmente, con centro en T, se traza un arco de circunferencia que
unelosvérticesRy S. ¢Cudl es el area encerrada entre |0s tres arcos?

2. Hallar e identificar & lugar geométrico del conjunto de los centros de todas las

circunferencias que siempre son tangentes alarectay - 5 = 0 y a la circunferencia

X +y' =0,

3. Seplaneacercar un terreno rectangular con una alambrada de 20 m de largo. Demuestre
ques y es el areadel terreno cuando uno de sus lados es de longitud x, entoncesy = 6x
- X2, ¢Para gué valor de x se acanza el area maxima?, scud es laforma del terreno de

drea maxima?

4. Encuentre la ecuacion de la elipse con centro en el origen y que pasa por los puntos

(1,3)y (4, 2).
10



GEOMETRIA

5. Obtenga la ecuacion de las asintotas de las hipérbolas cuyas ecuaciones se dan a

continuacion:

6. Un arco parabdlico de acero, colocado como adorno en un jardin, tiene diez metros de
altura y sus puntos de apoyo en e suelo estan separados por una distancia de 20m. ¢A
qué distancia por arriba o por debajo del suelo, se encuentra el foco del arco?

7. La base de un auditorio es de forma eliptica, con 25m de longitud y 16m de ancho. Una
aguja cae justo sobre uno de los focos y produce un ruido que se escucha claramente en

el otro foco. ¢Cud esladistancia que separa a ambos focos?

8. Encuentre la ecuacion de la hipérbola con centro en el origeny e principal sobre €l ge

X, que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 3).

11



CALCULO

CALCULO

Problemasresueltos

1

Un campo de atletismo se construye en forma de un rectdngulo de lado x con
semicirculos de radio r en ambos extremos. El campo estara rodeado de una pista de
400 m. Determine € &rea del campo en funcién der.

SeaF(x) = x>+ 2 - x - 2 unafuncién de [-10,10] alos reales. Grafique F y determine si

las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justifique su respuesta).

I Si x3 2 entonces F(x) 3 0.
ii. Si x< -2 entonces F (x) £ 0.

< entonces F'(x) 3 0

iii. e
g 2 2g

Determine e valor que debe tomar F(x) en x = 0 para que F sea continua en ese punto,

S

F(X) - 1- <;osx

3)(/2_ 3

3 -

Determine lim
X® 2

Un tanque de agua en forma cénica, de 10 m de profundidad y de 3 m de radio, se vacia
con una rapidez de 4 m¥min ¢Qué tan répido baja el nivel de la superficie del agua,
cuando se tiene una profundidad de 6 m? A la misma profundidad, ¢qué tan rapido se
estareduciendo € radio?

Encuentre las ecuaciones de |as rectas paral el as que son tangentes respectivamente a las

curvas

yi() =X+ X2 -6x+5 y y2(x)=§x3+2x2—3x—3.

12



10.

CALCULO
El cable de un puente colgante se amarra a pilares colocados cada 100 m. Supongamos

gue cuelga en forma de parabolay que € punto de suspension més bajo de la parabola,
0 sea su veértice, se coloca en e punto (0,0) del plano. Determinese e angulo entre el

cabley € pilar que estéa en laposicién (50, 25) del plano.

Considere la funcién F(t), tal que para una a1 R satisface que tF(t) = F(t) + ta.
Determine F’(1). Ademés, si F(1) = a, calcule F(3).

¢Cuadles son las dimensiones del rectangulo inscrito en un circulo de radio r que tiene

areamaxima?

Una compafia constructora va a fraccionar un terreno de 2~ 4 km para construir una
unidad habitacional. Dicha unidad debe contener 18 manzanas. Si las calles que se
forman en € interior de dicha unidad deben ser pavimentadas y el costo por kilémetro
cuadrado de pavimento es de $12,000.°°. Encuentre las dimensiones de las manzanas de
modo que la constructora minimice el costo de pavimentacion. Se supone gque € ancho

reglamentario de las callesesde 3 m.

CALCULO
Problemas propuestos

1

2.

En cada esquina de un cuadrado de lamina de 12cm por lado, se cortan cuadrados de

longitud x. Exprese el volumen de la cgja en funcién de x. (Véase lafigura siguiente).

A B
12 cm
x
D C

En una esferade radio Ry estainscrito un cilindro. Escriba el volumen del cilindro en

funcion de la alturaa del mismo.

13



CALCULO
. A PP - L |
3. Determinese €l siguiente limite: lim .
X X

4. Paracudesvaloresdex1 [0, 2p] lasiguiente funcion es continua? F(x) = ./In(sen(x)) .

5. End intervalo [0, 2p], determine el &ngulo bajo el cual se cortan las siguientes curvas:

y=sen(x) y  y(x)=cos(x).

6. En lapardbola, y = X%, héllese un punto P cuya distancia hasta larectay = 2x - 4 sea
minima.

CALCULO

Problemas de practica

1. Exprésese el area de un trapecio isdsceles, de basea =2y b =1 en funcion del angulo

a que formalabase con uno de los lados.
2. Determinese e Ig@rg(«/xz +7- /%% - 7).

3. El radio, r, de una esfera varia con velocidad v. ¢A qué velocidad varian la superficie y

el volumen?

x-1

4. Muéstrese que la curvay = = 1
X+

tiene tres puntos de inflexién que estdn sobre una

recta.

5. Demuéstrese que la ecuacion € + x — 2 = 0 cuenta con unaraiz en x = 1y que no tiene
mas raices reales.

14



) ) Solucion Algebra

SOLUCION A LOSPROBLEMASDE ALGEBRA
Problemasresueltos
1. Solucion: Sea a el tiempo que recorrio Salvador a5 km/h y b el tiempo que lo hizo a8
km/h. Recorrio 72 km, ya que por cada kilémetro obtenia $500.°° y reunié en total
$36,000.°°. Con lainformacion anterior se plantean |as ecuaciones siguientes:

5a+8b=72

8a+5b=84
La solucion del sistema anterior es a = 8y b = 4. Por o tanto, Salvador marché durante 12

horasy recorrio 72 kilébmetros.

2. Solucion: Seap € numero de pantal ones que produce, entonces:

a) El costo, C(p), de producir p pantalones es:. C(p) = 360 + 100p.

b) El ingreso, I(p), por laventade p pantalones I (p) = 160p.

C) Igualando las expresiones para € ingreso y el costo tenemos que p = 6. Es decir, €
numero de pantalones para que el costo y €l ingreso sean iguales es de 6. (A este punto se le

conoce como punto de equilibrio).

3. Solucion: Sea v, : lavelocidad de Luis en aguas tranquilas y D: la distancia que recorrio

en un sentido. Con esta notacion el texto del problema se puede escribir de la manera

siguiente: R=T* D
A favor delacorriente: v, + 1 = L

2 W3

En contrade la corriente: v, - } = i

2 1/2

La solucion de este sistema de ecuacionesesv, = 2.5y D = 1. Por lo tanto,
a) Luisrecorrié 1 km en un sentido.

b) En aguas tranquilas la velocidad de nado de Luis seriade 2.5 km/h.

4. Solucion: Al aplicar las leyes de los logaritmos y observando que 1.5 = 2 , setiene:

Iogx(«4/1.5x3) = iLl(IogX 3- log, 2 +3log, x).
Sustituyendo los valores dados de |os logaritmos se obtiene:
15



Solucién Algebra

log,[{1.5¢¢ ) = Lll(A' B+3)

5. Solucién: Sustituyendo x = 4 en la expresiéon dada se obtiene:

(2(4))% + (- 8(4))% = (23)_% +(- 25)'%

, : . L ., . ., 1
Después de simplificar esta Ultima expresion se obtiene que el valor de la expresion es. 5"

6. Solucién: Sedegjael radical en un miembro de laecuacién y luego se elevaa cuadrado
ambos lados de la ecuacion, con lo que se obtiene:
(/x- 7)?= (x—-13)%
Desarrollando los cuadrados y resolviendo la ecuacion, se obtienen las soluciones:
x=16y x=11.
Sustituyendo estos valores en la ecuacion original, e Unico valor que la satisface es 16. Por

|o tanto, la Unica solucion de la ecuacion dada es x = 16.

7. Solucion: Sea a: € ancho del borde uniforme, en centimetros. Una ecuacion que
representa lainformacion dada es:

2(10 + 2a)a + 2(6a) = 80.
Cuyasolucién esa = 2. Por lo tanto, €l borde decorativo que agreg6 Celiafue de 2 cm de

ancho.

8. Solucion: Seav;: lavelocidad deida, vg: la velocidad de regreso, ambas en km/hy seaD
ladistancia entre las ciudades. Entonces, el tiempo que hicierondeidat;=D/v.y €
tiempo que emplearon deregreso t; = D / V.
Por lo que lavelocidad promedio, vp en € viaje redondo esta dada por:

2D 2D

t+t, D, D

Vi VR

Vp =

Simplificando la expresion y sustituyendo los valores de las velocidades se tiene que la
velocidad promedio en €l vigje redondo fue de 120 km/h.

16



Solucién Algebra
9. Solucién: Sustituyendo g(x) en la expresion dada se tiene:

9(9)- 9(7) _ (x- 2)*- (7- 2)* _ x- 4x- 21 _ (x- 7)(x+93 -
X-7 X-7 X-7 X-7 B

3.

10. Solucién: Yaque 84 = 22 - 3 - 7, el nlmero entero positivo més pequefio por el que se

debe multiplicar el 84 es 21, para obtener un cuadrado perfecto.

17



SOLUCION PROBLEMASDE ALGEBRA
Problemas propuestos

dias.

1. Solucion:
n+m

2. Solucién: La Unica solucién es x = 48.

3. Solucién: Luis setardaria 15 horas en entregar él solo las invitaciones.

4. Solucion: AnalLauratiene 47 afiosy Maria Teresa 43.

5. Solucion: Se debe sumar 33.

Solucién Algebra

18



Solucién Trigonometria

SOLUCION A LOSPROBLEMASDE TRIGONOMETRIA

Problemas resueltos

1. Solucion: Si trazamos € segmento de recta de b a ¢, este segmento junto con los
segmentos del angulo Bcab, forman un tridngulo equilatero (¢por qué?). Por lo tanto, €l
angulo B cab mide 60°.

2. Solucion: Puesto que la cabra no puede pasar por encima de la plataforma P, a ir
caminando alrededor de €lla, cubre las areas que se muestran
en la figura anexa. La mayor es igual a 5/6 del area de un
AY‘ circulo de radio 14 m. Un tridngulo isdsceles, con lados iguales
a 6my base de 8m. Con esta informacién se puede calcular la

altura del tridngulo, 2./5m, y cada uno de los angulos iguales,

48.19°. Ahora bien, cada sector circular, de radio 6m, describe
un angulo de (120° - 48.19°) = 71.81°. Asi € &rea de cada uno de esos pequefios
sectores circulares es 22.56 m?. Reuniendo la informacion anterior, se tiene que el &rea
de pastizal que puede cubrir la cabraes.

8>Q2£ +2(22.56) = 576.14n7’.

Areatotal = 2p(14)2 +

r’q

3. Solucion: El érea del sector circular es 5 en donde g es la medida del angulo AOB

r*sen@)

en radianes. Por otra parte €l area del tridngulo isdsceles OAB es . Por lo

2 2 2
tanto, e &readelaregion pedidaes ' O - | sen() :L(
2

) , - sen(q))

4. Solucion:
a) 1, ya que la tangente y la cotangente son cofunciones y son iguales para angulos
complementarios.
b) sen(15°) = sen(45® - 30°) = sen(45°) cos(30°) — cos(45°) sen(30°).

Por tanto, sen(15°) = f(\@ - )
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5. Solucion: Como €l triangulo ABC, es un triangulo isdsceles, entonces DA y DB, cada
uno mide 45°. Por lo tanto, el sector circular es un octavo del area del circulo de radio
AC. Por otro lado, cada cateto mide 2-/2cmy las d&reas A
de cada una de las dos partes en que € arco divide a
triangulo son:

Areadel sector circular: p. D

Areadelaotraparte: 4 - p

P

Por |o tanto, larazén entre las &reas es: 4 )
-p

6. Solucion: Ya que g se encuentra en el cuarto cuadrante, sabemos que €l sen g debe ser
negativo. Construimos un tridngulo rectangulo con un cateto, adyacente a angulo q, de

5y la hipotenusa de 13 unidades, por lo que € otro cateto, opuesto al angulo g, mide 12

unidades. Por lo tanto, senq = - TR

7. Solucion: Tomando logaritmo natural en ambos lados de la ecuacién se obtiene:

cos(q) =0
Por lo tanto, los valores que satisfacen la ecuacion propuesta son todos los multiplos
enteros impares de g , es decir,
+
g-= (2k21)p , paratoda k entera.

8. Solucion: Guiandonos por la siguiente figura, y recordando que la longitud, s, de un

1
“-E-C/w/

1 parsec
arco de circunferencia, de radio r, que subtiende un angulo g, medido en radianes, se

obtiene por medio de laférmulas=r - g. Por tanto, despgjando r de la férmula anterior
y transformando 1” a su equivalente en radianes, se obtienen |os resultados siguientes:

a) 1 parsec equivale a 206,264.81 u.a.
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b) 1 parsec equivale a 30.86 billones de kilometros. (Recuerde que la distancia media del
Sol alaTierra es aproximadamente de 149,600,000 km).

9. Solucion:
a) Esfécil ver que forman un angulo recto alas 3:00 en punto.

b) A las 11:40, e minutero se encuentra sefialando exactamente al 8, mientras que el
horario recorrio 2 del arco que va del 11 a 12. El angulo que subtienden dos
nimeros consecutivos en un reloj es 30°. Por lo tanto, el dngulo que forman las

manecillas del reloj alas 11:40 es de 110°.

10. Solucion: Calculemos el érea de cada pedazo de pizza:

El &reade |larebanada chicaes: ép (15) cnt.

El &rea de larebanada grande: ;p(25)2 cn.

Por lo tanto, la rebanada chica da 4.71 cn’/peso, mientras que la rebanada grande
4.91 cf/peso. Asi que la rebanada grande da més pizza por cada peso.
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SOLUCION PROBLEMASDE TRIGONOMETRIA
Problemas propuestos

1. Solucion: El nimero, n, de lados del poligono esta dado por: n = & , 0 bien,
2sen *(a/r)
s mide los angulos en radianes, n = ?7
sen”*(a/r)

2. Solucion: Son 10 los valores de g que satisfacen la ecuacion en (-p, p). Hagaun

bosquejo de la grafica de la funcion sen 5q.

3. Solucion: El dependiente les dio aproximadamente 3.2 vueltas. Es decir, 3 vueltasy un
arco de 72°.

4. Solucién:

a) Unvalordekeﬁg.

b) No esunico el valor de k. Los valores de k que satisfacen la expresién son todos |os

multiplos enteros impares de g :

5. Solucién: El perimetro del hexagono es 80+/3 centimetros.
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SOLUCION A LOSPROBLEMASDE GEOMETRIA

Problemasresueltos
1. Solucion: Como se puede apreciar en la figura, a trazarse un arco con centro en D y
uniendo los vértices A y C, €l érea encerrada es un cuarto del &rea de una circunferencia

con radio unitario, es decir, un area que mide p/4 unidades cuadradas.

A B

D C
Por otro lado, también es tacil ver que S unimos 10s mismos vértices mediante una recta,

entonces el érea cubierta por € triangulo ACD mide 1/2. Si restamos %- %zp;lz el

resultado que obtenemos es precisamente la mitad del area que se pide calcular en este

problema, por o que el 4rea buscada es 22 ;29:%- 1
e a

2. Solucion: Sea x lalongitud del trozo més corto, entonces la longitud del es forzosamente
1-x. Con cada trozo se forma un triangulo equildtero con perimetros x y 1 — X,
respectivamente. Puede demostrarse (hagalo usted) que e area de un triangulo equilétero

cuyos lados son cada uno de longitud | esta dada por:

£|2

area=
con este resultado, y viendo que el triangulo mas pequerio esta formado por 3 segmentos de

longitud (p/3) cada uno, es facil ver que € area que encierra es de tamafo ﬁxz. Del

mismo modo, s € triangulo mas grande esta formado por tres segmentos de longitud

3

(1-x)/3 cada uno, entonces su &rea es 3—2 (- x)?. El valor de x se puede calcular igualando €
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area correspondiente a tridngulo més pequefio a un noveno del &rea del tridngulo més

grande.

3 NG _ado3 (1- x)°.

36~ &9436
Resolviendo esta ecuacion se obtiene como resultado:
X = 0.25 metros,
1-x=0.75 metros.

3. Solucién : La figura siguiente nos muestra un tridngulo equilétero inscrito dentro de una
circunferencia. Dentro del triangulo equilatero ABC, se forma un tridngulo rectangulo
AOM, el cud tiene como hipotenusa €l radio de la circunferencia, cantidad que se puede
conocer s se conoce € &rea del circulo (r? = x/p). Los catetos de este triangulo rectangulo
son de magnitud (b/2) y (h - r), en donde h y b son la atura y la base del triangulo

equil&tero, respectivamente.

h-r

\\ M B
b/2

Entonces es posible, con base en el teorema de Pitagoras establecer |a siguiente igual dad:
r?= (h—r)*+ (b/2)®

Es posible demostrar (hagalo usted) que la altura de un triangulo equilatero es proporcional

alamagnitud de su base y que esta dada por
/3

h=—o=~
2

Entonces para conocer la base del tridangulo basta resolver |a ecuacion:
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.2 2

5 )
ngﬁb_ DERv 13
p 2 Xy €29

De donde se encuentraque b = \/SEX y por lo tanto el areadel triangulo es

27

> "

Area= x
1

4. Solucion: Sean a 'y b los catetos del triangulo, y sea ¢ su hipotenusa. Entonces se cumple
que a° + b? = 25°. Dado que el perimetro es 12, debe cumplirse que a + b = 7. Resolviendo
este sistema de ecuaciones se encuentraque a = 3y b =4, por lo que €l area ddl triangulo
es. A = (3)(4)/2 = 6 unidades cuadradas.

5. Solucion: El area de un cuadrado inscrito dentro de una circunferencia que a su vez esta
inscrita dentro de un cuadrado de area x, es exactamente 0.5x.

También es facil deducir que € érea de una circunferencia inscrita dentro de un cuadrado
de dreas” esa = p(0.59).

Con base en lo anterior podemos deducir que si € area del cuadrado mas grande es de

tamano X, entonces el &rea del cuadrado mas pequefio mide Z)E‘ unidades cuadradas, de

donde el circulo inscrito en éste cubre un &rea a=p 2—); =p é

6. Solucién: Recordado que dados dos puntos en e plano, (Xo, Yo) ¥ (X1, Y1), € punto
medio entre ambos es el punto

@(o"'xl Y0+Y19
2 2 5

Sean entonces {(x,,Y,)}>, los vértices del triangulo, por lo que dados los puntos medios

entre éstos se puede plantear los dos siguientes sistemas de ecuaciones simultaneas, uno
paralas X y otro parala;.

25



Solucién Geometria

Xt X, _, Y, o
2 2

Xt Xy o XXy o
2 2

XstXo . Yot _,
2 2

Al resolver €l sistema se encuentra que los vértices del triangulo son los puntos de

coordenadas:
(-1,4),(5,6)y (3, -2).
7. Solucién: La siguiente gréfica nos muestra como el conjunto de puntos equidistantes a

los puntos fijos (0, 5) y (5, 0) es la mediatriz del segmento que los une (que ademas pasa

por €l origen).

(0,5

(5.0

Entonces, larespuestaesy = x

8. Solucion: Los puntos (2/3, 1) y (10/3, -1) son los puntos de triseccion del segmento AB.
Entonces, la distancia entre el punto A = (Xa, ya) Y € punto (2/3, 1) debe ser lamismaque la
distancia entre los puntos (2/3, 1) y (10/3, -1). También podemos asegurar que la distancia
entre e punto B = (Xg, Yg) Y & punto (10/3, -1) debe ser la misma que la distancia entre los

puntos (2/3, 1) y (10/3, -1). Lo anterior nos lleva a las siguientes ecuaciones:

Xyt X+

A 3_3 B 3—E
2 3 2 3

yA']-:l yB+1:_1
2 2
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De las cuales obtenemos las coordenadas de A = (-2, 3) y B = (6, -3).

9. Solucion: Si e segmento que une a origen y a punto (0, 1) es la hipotenusa del
triangulo, y & punto (X, Y) € vértice formado por e cruce de los dos catetos, entonces por
el teorema de Pitagoras, debe cumplirse que
C+Y)+(X=-1)%*+Y?=1
Al reducirlo algebraicamente, se encuentra que
X2+Y:-X=0
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Problemas Propuestos

2 2

1. 54 Y g,

4 4

N | X

3. Larecta puede tener pendiente - 172 o bien, - 3

H
gl

Solucién Geometria
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SOLUCION A LOSPROBLEMASDE CALCULO

Problemasresueltos
1. Solucion: Seax lalongitud del rectanguloy 2r el diametro de cada semicirculo que
a su vez también es e ancho del rectangulo, véase la figura siguiente. El &rea A del campo

' = | deportivo estda dada por la suma del &rea de un circulo

r més el areadel rectangulo o sea A = 2rx + pr?,

Por otro lado, €l perimetro del campo deportivo es de

400 m, lo que debe ser igual ala suma de dos lados del
rectangulo y el perimetro del circulo, es decir,
400 = 2x + 2pr.
Despejando de esta expresion la x, obtenemos que
x =200 - pr.
Substituyendo en la primera expresion y simplificando obtenemos a areaen funcién der,
A(r) = 400r - pr?.

2. Solucion; Observemos gue F tienen como raicesax =-2, x=-1y x= 1y quetiende
a-¥ cuando x tiende -¥ y que cuando x tiende a ¥, F(x) tiende a ¥, asi que su graficaes de

laforma que aparece en lafigura siguiente.

Y

NI

1

Analizando la gréfica podemos concluir que F(x)> 0 cuando x 3 2 por lo que la primera

afirmacion es verdadera.

Si x < -2 entonces F'(x) >0, por lo que & inciso (ii) esfalso.
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Y por dltimo €l inciso (iii) es verdadero porque si x 1 85-’ %%9 entonces F’ > 0, yaque para
e (%]

ese intervalo la gréfica es convexa o concava hacia arriba. Otra forma de probarlo es

calculando F’(X) = 6x + 4y evauarlaen este intervalo.

3. Solucion: Dado que el numerador y el denominador tienden a cero cuando x tiende a cero

podemos aplicar lareglade L' Hopital que nos dice:

tim ) — iy L
x® 0 g(x) x® 0 g'(x)

De modo que,

lim 1-cos(x) _ lim sen(x) _ 0
x® 0 X x® 0 1

Por lo tanto, F(0) = 0 hace que lafuncion F sea continua en cero.

4. Solucién: Observemos que 3* - 9 = (392 — 3)(372 + 3) entonces

3X/2_3 . 1

5. Solucién: En la figura siguiente se muestra la forma del tanque. El volumen de un cono

2
esvV=PN por semejanza de triangulos, € radio se puede expresar en funcion de la
dtura: r = %h. Por lo que substituyendo en e volumen, nos
—_ gueda éste Unicamente en funcion de la atura h. Calculando
dV/dt se obtiene:
10 V() _ % . ch
dt 100 dt’

despejando % y evaluando para h = 6 se obtiene:

@ = 7100 m/min.
dt 8l
oo dr _ 3 dh _
Para calcular dr/dt se utiliza — ==~ y obtenemos que:
dt 10 dt

dr _ 10

— =——m/min

dat  27p
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6. Solucién: Dos rectas son paralelas s sus pendientes son iguales. Hay que determinar
aguellos puntos x para los cuales la pendiente de la tangente ala curva y; y la pendiente de
latangente alacurvay, son iguales. Paraellosigualamosy;’= y,'. Esto es.

yi'(X) =3¢ +2x—6

yo' (X) = 2¢ + 4x - 3.
Igualando ambas expresiones se obtiene X* —2x—3 =0, lo queimplicaqueen x = -1y en x
= 3 las pendientes de las tangentes a las curvas son iguales. En el caso x=3 la ecuacion de
las rectas tangentes ayy y y, son 27x -y + 56 = 0y 27x - y - 57 = 0, respectivamente. Por

otrolado si x =-1lasecuacionesson 5x+y + 6 =0y 5x + y + 1/3 = O, respectivamente.

7. Solucién: La ecuacion general de una pardbola es y(X) = ax® + bx + c. En este caso los
puntos (0, 0) y (50, 25) estan sobre la pardbola, por o que satisfacen la ecuacion. Por otro
lado, |a pardbola alcanza su minimo en (0,0) por lo quey' = 2ax + b satisface que y'(0) = 0.

Estas tres ecuaciones nos permiten determinar las constantes a, b y c. Al resolver e sistema
de ecuaciones lineales obtenemos que a = 1/100, y b = ¢ = 0. Por lo que la curva que
describe a puente es y(x) = x*/100. Evaluando su derivada en el punto (50, 25), se obtiene
gue la pendiente de la tangente a la curva y(X) en este punto es igual a 1. Por lo que €
angulo gue se forma entre la tangente y una recta paralela al gje de las X es de 45 grados.
Asi que € angulo que se forma entre la tangente a la curva y e pilar es también de 45

grados.

8. Solucion: F” se obtiene derivando ambos lados de laigualdad: tF(t) = F(t) + ta.
Entonces

F(t) = alt. (1)
Al evaluar ent = 1 seobtieneque F’(1) = a.
Para calcular F(3) se integra la expresion (1), obteniéndose F(t) = a In(t) + ¢, y
substituyendo €l valor de F(t), se obtiene:
F(t) +ta=t(alnt+ c), lo cua implicague F(t) =atInt + (c - a)t. Evaluandoent =1, se
obtiene que c = 2a.
Entonces substituyendo el valor de c y evaluando ent = 3 se concluye que:

F(3)=3aln3+ 3a.
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9. Solucion: Analicemos la figura siguiente. Denotemos como x a largo del rectangulo y

/’_\ como y a ancho. Por el teoremade Pitégorasx, yy r, € radio,
=

se relacionan por la siguiente expresion:

L 2 2
X y 2
o+ o=r2
¥ 4 4

Despejando x podemos escribir a area en funcién Unicamente
dey,

AY) = y-/4r® -y,

Para obtener € valor maximo, derivemos A(y) y determinemos para cua o cuales valores
dey secumple A'(y) = 0.

2
A(y)=-larz-yr- Y
(y) re-y m

Al resolver en términos de y se obtiene: 2r> —y?* =0, lo que implicaquey = /2r . Este esun
maximo ya que al evaluar la segunda derivada se obtienen un valor negativo. Al sustituir €l
valor dey en la primera expresién obtenemos que x =y = -/2r , 0 sea que dado un circulo de

radior, & rectdngulo que maximiza el area es un cuadrado de lado -/2r unidades.

10. Solucién: Supongamos que la forma de fraccionar € terreno sera mediante mfilasy n
columnas de manzanas. Por lo tanto m” n = 18. Supongamos que las dimensiones de cada
manzana son |, en ladireccion horizontal y I, en ladireccion vertical. Entonces

3(n-1
nl, + =2 ml
' 1000 y > 1000

+3(m— )] _4

Por otro lado, la superficie total a pavimentar con este esquema es.
Pav(m, n) = 3(4m + 2n - 6)/1000.
Por o que €l costo de pavimentacion es:
Costo(m, n) = 36(4m + 2n - 6).
Es posible expresar €l costo anterior en términos de una sola variable, por gemplo, en
términos de m quedaria:
Costo(m) = 36(4m + 36/m - 6).
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Busgquemos ahora @ minimo de esta funcion para m 1 {1, 2, 3, 6, 9, 18}. De aqui
obtenemos que m debe ser 3y por lo tanto n debe ser 6. Finamente |; = 664.166 metrosy
|, =664.666 metros

SOLUCION PROBLEMASDE CALCULO
Problemas propuestos
1. Solucién: V(X)=x(12 — 2x)°.

2. Solucién: Vol(a) = p(Ry’— a°)a.

3. Solucién: In a.

4. Solucion: (0, p)

6. Solucion: Arctang(2-/2).
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